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Priklad: *Firma produkuje dva statky, pivo ozna¢ime Q) a pizzu Q», ktorym zodpovedaji
ceny piva P; a pizze P,. Produk¢né funkcie maju tvar

Py =40-20; +40>

a druha
P =20420, —20;.

Celkové naklady ozna¢me TC st dané rovnicou

TC =240, +20,0, + 120;. 4.2.1)

Firma mo6Ze vyprodukovat za deni celkovo 20 produktov. Aky najvyssi profit méze firma
dosiahnuft ?
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Geometricky vyznam viazaného extrému

Majme ilohu ndjst najvicSiu hodnotu z = f(x,y) pre body [x,y] ktoré leZia na krivke
h(x,y) = 0 (hladdme viazany extrém funkcie f s podmienkou h). Treba si uvedomif Ze
h(x,y) =0 je krivka v rovine, ktori zvieraji siradnicové osi x a y. A v bodoch tejto krivky
hladdme napr. najmen3iu hodnotu z = f(x.y), to znamend najmensiu hodnotu “vy3ky " nad
danym bodom [x,y] z krivky A(x.y) = 0. Ak by sme poznali najmensiu hodnotu ,,vy$ku*
napr. z = ¢o. Potom pre ¢ < ¢ neexistuje Ziaden bod na krivke h(x,y) = 0 pre ktory by
platilo f(x,y) =z

Krivky f(x,y) = ¢ oznaCujeme aj pojmom vrstevnice. Ak by sme postupne zvySovali
hodnotu ¢, teda by sme sa bliZili k ¢ zFava, tak sa vrstevnice f(x,y) = ¢ bliZia v rovine, ktori
zvieraji osi x a y ku krivke h(x,y) = 0. Z toho plynie, Ze hodnota ¢, je najmenSou
hodnotou, pre ktori vrstevnice dosiahnu krivku A(x,y) = 0 v nejakom bode ¥ = [x,y].
Tento bod je bodom dotyku vrstevnice f(x,y) = co a krivkou h(x,y) = 0. To ale znamen4,
Ze v tomto bode maji aj krivka h(x,y) = O a vrstevnica f(x,y) = ¢ spolo¢ni doty&nicu a aj
ich normdlové vektory su rovnobeZné. Vieme, Ze normélovy vektor vrstevnice f(x,y) = cg
v danom bode X = [x,y] je préve gradient Vf(X). A aj normdlovy vektor krivky i(x,y) =
0 v bode X = [x,y] je VA(X). KedZe tieto vektory si rovnobeZné, takZe sd aj linedrne
zévislé, preto existuje A (Lagrangeov multipliktor) a plati

V(F) = AVA(3).

Grafickd interpretdcia viz. (4.1).

4.2.1 Priklad ¢.1

Priklad: Firma produkuje dva statky, pivo ozna&ime Q a pizzu Q, ktorym zodpovedaji
ceny piva Py a pizze P;. Produkéné funkcie maji tvar

P, =40-20,+40,
a druhd
P, =20+20, -20,.

Celkové ndklady ozna¢me TC sii dané rovnicou

TC =240, +20,0> + 120>. @.2.1)

Firma mo6Ze vyprodukovaf za defi celkovo 20 produktov. Aky najvyS$i profit moZe firma
dosiahnut ?

RieSenie: Najprv si musime uvedomif, akd je nada celovi funkcia a musime si sprivne
stanovif podmienky. Profit, ktory sa budeme snaZif maximalizovaf, vypocitame zo vzfahu

n=TR- TC.

Je zrejmé Ze budeme maf jedini podmienku 20 = Q; + Q>. ESte ndm ostdva urCit pri-
jem firmy 7R | ktory vypocitame, ked mnoZstvd jednotlivych statkov vynédsobime ich
cenou, TR = P Q) + P,Q>. Do rovnice prijmu dosadime Py, P, a dostdvame

TR = (40—-20; +40,)0; + (20 +2Q1 —205) 0>,

tito rovnicu rozndsobime a upravime na
TR =400, — 207 + 60, 0> +200: — 203. 4.22)

KedZe konelny prijem je dany & = TR — TC, tak do tejto rovnice dosadime (4.2.1) a
(4.2.2). Tym dostaneme

7= (400; 207 + 60102 +2002 ~ 203) — (2401 +20102 +120:)
a po lprave

7= 160; +40,0>+80> - 207 - 203.
Toto bude naa ¢elova funkcia. Pripomefime, Ze podmienka je v tvare
20-0y - 0> =0.

Lagrangeova funkcia md teda tvar

L(Q1.02.4) = 160; +4010: +802 — 20 ~203 - A(20~ 01 - 02).
Teraz ndjdeme staciondrny bod. Ten musf spifiaf sistavu rovnic

;—5]: 16+40>-40,+ 4 =0, (4.23)
79% =8-40,+40,+41 =0, 4.24)
20-0;-0Q:=0.
Z rovnic (4.2.3) a (4.2.4) dostaneme Ze
A =40, -40,-16=40, 40, -8
preto
80, -80,=8
a po vykréten{
Q-G =1 4.25)
Teraz uZ rieSime iba sistavu dvoch rovnic s dvoma nezndmymi
Qi -%=1
Q1 +Q2=20.
Pouzitim s¢itacej met6dy ihned dostaneme
201 =21

a po dosaden{ do rovnice podmienky obdrzime, Ze Q) = 10,5 a Q> = 9.5. Zostrojime
L"(10.5,9.5) aby sme zistili & sa v bode [10.5.9.5] nachadza lokdlne maximum

-4 4
4 -4)°
Hlavné minory st —4 a 0 matica je negativne semidefinitnd preto ide bod lokdlneho ma-

xima. Tieto hodnoty su mnoZstva jednotlivych statkov, v naSom pripade pivo a pizza, ktoré
maximalizuji zisk. Tieto hodnoty pouZijeme v (4.2.1), tj.

7=16-10.5+4-10.5-9.5+8-9.5-2-105%~2.9.57 =242
Firma pri produkcii iba tychto statkov mdZe dosiahnuf maximalny zisk 242.

fle,y) = o —

| __— h(z,y) =0

Obrézok: 4.1: Geometricky vyznam

4.2.3 Priklad ¢.2

Priklad: Spolo¢nost chee prerozdelif 600 000€ na reklamu, respektive na vyskum. Tdto
spolo¢nost odhaduje, Ze minie x tisic eur na reklamu a y tisic na vyskum, dalej predpokla-
dajui Ze investicie do reklamy a vyskumu sa prejavia v oboch ich vyrobkoch tak, ze predaji
30x*/5y!/3 ich vyrobkov. V akom pomere musi tito spolocnost investovat svoj kapital do
vyskumu a do reklamy, aby maximalizovala predaj ?

Riesenie: Ucelovi funkcia m4 tvar

flx,y) =30x45y1/3
a podmienka je
x+y=600.
Lagrangeova funkcia md teda tvar

L(x,y,A) = 30x*/5y!/3 —A(x+y—600).

Staciondrny bod ziskame z rovnic

OL _ a5\ —o, (4.2.6)
ox =
‘;_t — 106523 _ 3 0, @27)

x+y—600=0.
Z rovnic (4.2.6) a (4.2.7) vyplyva
A= 24,1'_'/5,\'1/3 = IO.r4/5_v_2/3A
Upravou dostdvame x = 2,4y a po dosadeni do podmienky obdrZime
2.4y+y =600,

teda
y=176,47.
Z toho vyplyva ze
x=600— 176,47 =423,53.

—0.0449072  0.075846
0.075846  —0.151693|"

Hlavné minory si —0.0449072 a 0.101033 to znamend Ze matica je negativne definitnd.
Bod [423.53,176.47] je bod lokdlneho maxima. Aby spolo¢nost maximalizovala predaj
svojho vyrobku mala by do reklamy investovat 423 530€ a do vyvoja 176 470€.

CRA®. VITURLIZACIA RIESEMIS Pr.c.1
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Obrizok: 4.4: Ugelova funkcia s podmienkou



