
Kvadratická rovnice ax2 + bx+ c = 0

• diskriminant D = b2 − 4ac

• kořeny x1,2 = −b±
√
D

2a

Počet reálných řešeńı
D < 0 žádné
D = 0 jedno (dvojnásobné)
D > 0 dvě

Hádáńı kořen̊u
x2 + bx+ c = 0

• x1 · x2 = c

• x1 + x2 = −b

Operace s exponenty
• ab · ac = a(b+c)

• (ab)c = ab·c

• b = n
√
a⇔ a = bn

• a1/n = n
√
a

• a−n =
1

an

• am/n= n
√
am=( n

√
a)m

• a0 = 1

Součinové a pod́ılové nerovnice

Řešte (2x−4)(−x−3)
(−3)(x−1) ≥ 0

• najdu nulové body: 2,−3, 1

• tabulkou

(−∞,−3〉 〈−3, 1) (1, 2〉 〈2,∞)

(2x− 4) − − − +

(−x− 3) + − − −

(−3) − − − −

(x− 1) − − + +

celkem − + − +

• x ∈ 〈−3, 1) ∪ 〈2,∞)

Parabola f : y = ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2)

• pr̊useč́ıky s osou x: kořeny x1, x2

• pr̊useč́ıky s osou y: c

• vrchol paraboly: [−b
2a
, f(−b

2a
) = c− b2

4a
]

x1 x2
-

b

2 a

c

c -

b2

4 a

Lineárńı funkce f : y = ax+ b

• pr̊useč́ıky s osou x: −b
a

• pr̊useč́ıky s osou y: b

• př́ımka body [a, b], [c, d] má rovnici y = (b−d)
(a−c)x +

(ad−bc)
(a−c)

-

b

a

b

Exponenciála y = ex, y = ax

e
.
= 2, 7182 ex+y = ex · ey

ax+y = ax · ay ax = ex ln a

x 0 1 2

ex 1 e e2

2x

ã
x4x

0.25x

1

1
0.25

ã

2

4

Logaritmus y = loga x, y = lnx

log2HxL

log 1
4
HxL

log4HxL

lnHxL

11
4

ã2 4

1

loga x = b↔ ab = x

ln(xy) = ln x+ ln y

loga(xy) = loga x+ loga y

loga x =
lnx

ln a

x 0 1 e e2

lnx 6 ∃ 0 1 2

x 0 1 a a2

loga x 6 ∃ 0 1 2

Najděte všechna reálná řešeńı rovnice
625−2x+1

5
= 1253

• uprav́ıme vše na mocniny pětky
625 = 54, 125 = 53

• dostáváme 54(−2x+1)−1 = 59

• porovnáme exponenty 4(−2x +
1)− 1 = 9

• dořeš́ıme−8x+4−1 = 9⇒ −8x =
6⇒ x = −3/4

Najděte všechna reálná řešeńı rovnice
log 1

2
(2− x) = −2

• logaritmus má smysl pro (2−x) <
0, tedy Df = (−∞, 2)

• PS převedeme na logaritmus −2 =
log 1

2
4

• porovnáme argumenty log 1
2
(2 −

x) = log 1
2

4

• dořeš́ıme 2 − x = 4 ⇒ −x = 2 ⇒
x = −2

Limita posloupnosti lim
n→∞

an = a

Posloupnost {an}∞n=1 má v ∞ limitu a, pokud se členy posloupnosti bĺıž́ı libovolně bĺızko k a, pro n jde k ∞.

Limity posloupnost́ı - typové př́ıklady

1. vytknout nejvyšš́ı mocninu (n3 v čitateli, n2 ve jmenovateli)

lim
n→∞

n3 − 2n+ 1

4n2 − 3n
= lim

n→∞

n3
(
1− 2

n2 + 1
n3

)
n2
(
4 + 3

n

) = lim
n→∞

n
(
1− 2

n2 + 1
n3

)
4 + 3

n

=
∞ · (1− 0 + 0)

4 + 0
=∞

2. rozš́ı̌rit výrazem typu
√
n+ 1 +

√
n

lim
n→∞

√
n(
√
n+ 1−

√
n) = lim

n→∞

√
n(
√
n+ 1−

√
n) ·
√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
n

= lim
n→∞

√
n(n+ 1− n)√
n+ 1 +

√
n

= lim
n→∞

√
n

√
n
(√

1 + 1
n

+ 1
) = lim

n→∞

1(√
1 + 1

n
+ 1
) =

1

(1 + 0) + 1
=

1

2

3. vytknout nejvyšš́ı základ, tj. největš́ı a, které se vyskytuje ve výrazech typu an, tady 4n−1, 4n

lim
n→∞

5 · 4n−1 + 3 · 2n+1

4n − 2n+6
= lim

n→∞

4n−1(5 + 3 · 22 ·
(
2
4

)n−1
)

4n
(
1− 26 ·

(
2
4

)n) = lim
n→∞

5 + 3 · 22 ·
(
2
4

)n−1
4
(
1− 26 ·

(
2
4

)n) =
5 + 12 · 0

4 · (1− 64 · 0)
=

5

4

Na začátku upravit abn+c = ac · (ab). Např. 22n+3 = 23 · 22n = 8 · (22)n = 8 · 4n. Nebo 9n/2 = (91/2)n = 3n.

lim
n→∞

kn = ∞ k > 0

= −∞ k < 0

= 0 k = 0

lim
n→∞

qn = neexistuje q ∈ (−∞,−1〉

= 0 q ∈ (−1, 1)

= 1 q = 1

= ∞ q ∈ (1,∞)

Neńı definováno

±∞
±∞

±∞ · 0
cokoli

0
∞−∞

Děleńı nulou

1

0+
=∞

1

0−
= −∞

Přehled funkćı

f(x) definičńı obor

c x ∈ R

xn x ∈ R

|x| x ∈ R
p(x)
q(x)

x ∈ R \ {q(x) = 0}
k
√
x, k sudé x ∈ 〈0,∞)

k
√
x, k liché x ∈ R

ex x ∈ R

ax, a 6= 1 x ∈ R

lnx x ∈ (0,∞)

loga x x ∈ (0,∞)

Př́ıklad Určete definičńı obor

•
√

x+3
x−2 ⇒ řeš́ım nerovnici x+3

x−2 ≥ 0,

nav́ıc x 6= 2

• log10

(
x+3
x−2

)
⇒ řeš́ım nerovnici x+3

x−2 > 0, nav́ıc x 6= 2

f(x) ex (1
2
)x lnx log 1

2
x

lim
x→−∞

f(x) 0 ∞ 6 ∃ 6 ∃

lim
x→0+

f(x) 1 1 −∞ ∞

lim
x→∞

f(x) ∞ 0 ∞ −∞

Limita funkce lim
x→x0

f(x) = a

Funkce f(x) má v bodě x0 limitu a, pokud se y = f(x) bĺıž́ı libovolně bĺızko k a,
pro x bĺıž́ıćı se k x0.

• x0 ∈ Df pak lim
x→x0

f(x) = f(x0)

• pro krajńı body definičńıho oboru poč́ıtáme jednostranné limity

Srovnáńı logaritmu, polynomu a exponenciály

exponenciála (ex, 2x, atd.) � polynom (x, x2, atd.) � logaritmus (lnx, log2 x, atd.)

limita součinu (podd́ılu) má hodnotu podle silněǰśıho

lim
x→∞

x2

ex+3
= 0, lim

x→∞

ln2(2x− 3)√
x

= 0, lim
x→−∞

x2ex+3 = 0, lim
x→2+

(x− 2) ln(3x− 6) = 0

Derivace

f(x) f ′(x) definičńı obor př́ıklad

c 0 x ∈ R (3)′ = 0

xn nxn−1 n ∈ N⇒ x ∈ R (x3)′ = 3x2

xn nxn−1 n ∈ R⇒ x ∈ R+ (x2/3)′ = 2
3
x−1/3

n
√
x 1

n

n
√
x1−n x ∈ R+ ( 4

√
x)′ = 1

4

4
√
x−3

ex ex x ∈ R (ex)′ = ex

ax ax ln a a > 0⇒ x ∈ R (2x)′ = 2x ln 2

lnx 1
x

x ∈ R+ (lnx)′ = 1
x

loga x
1

x ln a
a > 0 & a 6= 1⇒ x ∈ R+ (log10 x)′ = 1

x ln 10

L’Hospitalovo pravidlo [Lopitalovo]

Pro limity typu
0

0
a
±∞
±∞

plat́ı lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
(pokud je pravá strana definovaná)

(cf)′ = cf ′

(3x2)′ = 6x

(f ± g)′ = f ′ ± g′

(x2 + lnx)′ = 2x+
1

x

(f · g)′ = f ′g + fg′

(x · ex)′ = 1 · ex + xex(
f

g

)′
=
f ′g − fg′

g2(
x2 + 1

3x

)′
=

2x · 3x− (x2 + 1) · 3
(3x)2

(f(g(x)))′ = f ′(g(x)) · g′(x)

(ex
2+3)′ = ex

2+3 · 2x

1 2 3

-2

-1

1

2

3

Tečna k f(x) v bodě x0

• má rovnici y = ax+b pro a = f ′(x0) a b = f(x0)−f ′(x0)·
x0

• Pokud f ′(x0) neńı definovaná, nahrad́ıme to lim
x→x0

f ′(x).

• Může vyj́ıt i ±∞ – svislá tečna

Př́ıklad Tečna k f(x) = −x2 + 3x− 1 v bodě x0 = 1.

• f ′(x) = −2x+ 3

• a = f ′(x0) = f ′(2) = −2 · 1 + 3 = 1

• b = f(x0)− f ′(x0) ·x0 = f(1)− f ′(1) · 1 = (−1 + 3− 1)−
(−2 + 3) · 1 = 0

• tečna má rovnici y = 1x+ 0 = x



Pr̊uběh funkce

1. definičńı obor

2. sudost, lichost

sudá funkce f(−x) = f(x),

graf souměrný podle osy y

lichá funkce f(−x) = −f(x),

graf souměrný podle bodu 0

3. pr̊useč́ıky s osami

s osou x dosadit y = 0

s osou y dosadit x = 0

4. limity v krajńıch bodech definičńıho oboru

5. kde je funkce kladná a záporná

6. derivace f ′(x)

7. výjimečné (podezřelé) body

• stacionárńı body f ′(x) = 0

• body, kde f ′(x) neexistuje

• krajńı body Df

8. intervaly monotonie

bud’ porovnáńım hodnot v podezřelých bo-
dech

nebo pomoćı znaménka f ′(x)

f ′(x) > 0 f(x) rostoućı

f ′(x) ≥ 0 f(x) neklesaj́ıćı

f ′(x) < 0 f(x) klesaj́ıćı

f ′(x) ≤ 0 f(x) nerostoućı

9. extrémy - lokálńı i globálńı

10. asymptoty

•y = ax+ b : a = lim
x→±∞

f(x)

x

b = lim
x→±∞

f(x)− ax

• x = a : lim
x→a±

f(x) = ±∞

11. konvexita, konkavita

f ′′(x) > 0 f(x) konVexńı

f ′′(x) < 0 f(x) konkÁvńı

inflexńı bod x: měńı se konvexita na konka-
vitu, ⇒ f ′′(x) = 0

12. graf

2

3

@1,1D

@5,9D
y = x +2

y = 3

3

-2
2

-1 2

Pr̊uběh funkce f(x) = x2−x−2
x−3

1. definičńı obor : Df = R \ {3}

2. sudost, lichost f(−x) = (−x)2+x−2
−x−3

f(−x) 6= f(x), f(−x) 6= −f(x), ani sudá ani
lichá

3. pr̊useč́ıky s osami

s osou x: x2 − x− 2 = 0⇒ x1 = 2, x2 = −1

s osou y: x = 0⇒ y = 2
3

4. limity v krajńıch bodech definičńıho oboru

lim
x→−∞

f(x) = −∞

lim
x→3−

f(x) =
4

0−
= −∞

lim
x→3+

f(x) =
4

0+
=∞

lim
x→∞

f(x) =∞

5. derivace

f ′(x) = (2x−1)(x−3)−(x2−x−2)·1
(x−3)2 = (x−5)(x−1)

(x−3)2

6. výjimečné (podezřelé) body

• stacionárńı body (x− 5)(x− 1) = 0
⇒ x1 = 5, x2 = 1

• body, kde f ′(x) neexistuje - nemá

• krajńı body Df : −∞, 3−, 3+,∞

7. intervaly monotonie - prvńı zp̊usob

x −∞ 1 3− 3+ 5 ∞

f(x) nebo lim f(x) −∞ 1 −∞ ∞ 9 ∞

monotonie ↗ ↘ ↘ ↗

7. intervaly monotonie - druhý zp̊usob

f ′(x) > 0⇒ x ∈ (−∞, 1), x ∈ (5,∞)

f ′(x) < 0⇒ x ∈ (1, 3), x ∈ (3, 5)

Závěr: f(x) roste na intervalech (−∞, 1) a
(5,∞), f(x) klesá na intervalech (1, 3) a (3, 5)

8. extrémy - lokálńı i globálńı

f(x) má lokálńı maximum v bodě 1,

f(1) =
1− 1− 2

1− 3
= 1

f(x) má lokálńı minimum v bodě 5,

f(5) =
25− 5− 2

5− 3
= 9

globálńı extrémy nemá

9. asymptoty

• a = lim
x→∞

x2 − x− 2

x2 − 3x
= 1 b = lim

x→∞

2x− 2

x− 3
= 2: f(x) má v +∞ asymptotu y = x+ 2

• a = lim
x→−∞

x2 − x− 2

x2 − 3x
= 1 b = lim

x→−∞

2x− 2

x− 3
= 2: f(x) má v −∞ asymptotu y = x+ 2

• x = a : lim
x→3+

f(x) =∞, lim
x→3−

f(x) = −∞: f(x) má asymptotu x = 3

10. konvexita, konkavita

f ′′(x) = (2x−6)(x−3)2−(x2−6x+5)·2(x−3)
(x−3)4 = 8

(x−3)3

f ′′(x) > 0⇒ x ∈ (3,∞)⇒ f(x) je konvexńı v intervalu (3,∞)

f ′′(x) < 0⇒ x ∈ (−∞, 3)⇒ f(x) je konkávńı v intervalu (−∞, 3)

Vázané extrémy funkćı v́ıce proměnných na kompaktńı množině (uzavřená, omezená)

• Nejdř́ıve urč́ıme volné extrémy a zkontrolujeme, jestli lež́ı uvnitř oblasti.

stacionárńı bod - všechny parciálńı derivace nulové ∂xf = 0, ∂yf = 0, př́ıpadně ∂zf = 0

Př́ıklad Najděte stacionárńı body funkce f(x, y) = x3 + 4xy − 2y2 + 2x− y a vypočtěte hodnoty v nich.

• Vyřeš́ıme soustavu
∂xf = 3x2 + 4y + 2 = 0 ∂yf = 4x− 4y − 1 = 0

Z druhé rovnice vyjádř́ıme y = 4x−1
4

a to dosad́ıme do prvńı 3x2 + (4x− 1) + 2 = 0.

Dostáváme bud’ x1 = −1 a nebo x2 = −1
3
.

• Pro x1 = −1 máme y1 =
4 · (−1)− 1

4
= −5

4
. Pro x2 = −1

3
máme y2 =

4 ·
(
−1

3

)
− 1

4
= − 7

12
.

• f(−1,−5
4
) = 1

8
, f(−1

3
,− 7

12
) = − 5
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• Pak urč́ıme vázané extrémy (na hranici) a to jednou z metod:

• Dosazovaćı metoda
1. vyjádř́ıme hranici y = h(x) nebo x = h(y)

př́ımka body [a, b], [c, d] má rovnici y = (b−d)
(a−c)x+ (ad−bc)

(a−c)

2. dosad́ıme do f(x, y), źıskáme g(x) resp. g(y)

3. vypočteme g′ a polož́ıme j́ı rovnou nule

4. kandidáti na extrém - dopoč́ıtáme druhou souřadnici

• Metoda Jakobiánu

1. funkce f(x, y), vazba g(x, y) = 0,
resp. f(x, y, z), vazba g1(x, y, z) = 0, g2(x, y, z) = 0

2. Jakobián |J(x, y)| = ∂xf · ∂yg − ∂yf · ∂xg, resp.
|J(x, y, z)| = ∂xf · ∂yg1 · ∂zg2 + ∂xg1 · ∂yg2 · ∂zf + ∂xg2 · ∂yf · ∂zg1 − ∂zf · ∂yg1 · ∂xg2−
−∂zg1 · ∂yg2 · ∂xf − ∂zg2 · ∂yf · ∂xg1

3. kandidáti na extrém – řešeńı soustavy rovnic: |J(x, y)| = 0, resp. |J(x, y, z)| = 0
g(x, y) = 0 g1(x, y, z) = 0

g2(x, y, z) = 0
• Metoda Lagrangeových multiplikátor̊u

1. funkce f(x1, . . . , xi), vazby g1(x1, . . . , xi) = 0, . . . , gk(x1, . . . , xi) = 0,
i je počet proměnných, k je počet vazeb

2. L(x, y) = f + λ1 g1 + · · ·+ λk gk
3. kandidáti na extrém = řešeńı soustavy (i+ k) rovnic : ∂x1L = 0, g1 = 0,...

...
∂xiL = 0, gk = 0.

• Dopoč́ıtáme hodnotu f(x, y) v kandidátech na extrém.

• Vypoč́ıtáme hodnoty v pr̊useč́ıćıch r̊uzných hranic (např. dvou př́ımek, př́ımky a křivky atd.).

• Porovnáme hodnoty ve volných extrémech, v extrémech na hranićıch a v pr̊useč́ıćıch hranic, vybereme
maximum a minimum.

prom. 1 vazba 2 vazby v́ıce

2

dosazovaćı

Lagrange Lagrange(y = h(x))

Jakobián

Lagrange

3 Lagrange
Jakobián

Lagrange
Lagrange

Př́ıklad Najděte extrémy funkce f(x, y) = 2x − y + 12 na množině M = {[x, y] ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 6, x2 − 8x ≤
y ≤ 12− 2x}.

A

B

C

D
-2 2 4 6 8

-15

-10

-5

5

10

15

20

• volné extrémy ∂xf = 2 6= 0

nemá volné extrémy

• extrémy na hranici

AB: x = 0

g(y) = −y + 12⇒ g′(y) = −1 6= 0

na př́ımce nejsou extrémy

CD: x = 6

g(y) = 24− y ⇒ g′(y) = −1 6= 0

na př́ımce nejsou extrémy

BD : y = 12− 2x

g(x) = 2x− (12− 2x) + 12 = 4x⇒ g′(x) = 4 6= 0

na př́ımce nejsou extrémy

AC : y = x2 − 8x

g(x) = 2x− (x2 − 8x) + 12 = −x2 + 10x+ 12⇒ g′(x) = 2x+ 10 = 0⇒ x = 5⇒ y = 25− 40 = −15

[5,−15] ∈M, f (5,−15) = 37

• hodnoty ve vrcholech

A : f(0, 0) = 12 B : f(0, 12) = 0 C : f(6, 0) = 24 D : f(6,−12) = 36

Globálńı maximum v bodě [5,−15], f(5,−15) = 37. Globálńı minimum v bodě [0, 12], f(0, 12) = 0

Př́ıklad Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) = y2 − 2y + 4x na množině

M = {[x, y] ∈ R2; (x− 2)2 + (y − 1)2 ≤ 13, x ≥ −y + 3, y ≥ 1}.

• Volné extrémy funkce nemá, protože ∂xf = 4 6= 0.

• Hranice sestává ze dvou př́ımek a jedné části
kružnice, extrémy na každé hranici urč́ıme zvlášt’.

• x = −y + 3, použijeme dosazovaćı metodu

1. g(y) = f(−y+3, y) = y2−2y−4y+12 =
y2 − 6y + 12

2. g′(y) = 2y − 6 = 0⇒ y = 3

3. x = −3 + 3 = 0
f(0, 3) = 32 − 2 · 3 + 4 · 0 = 3

• y = 1, použijeme dosazovaćı metodu

1. g(x) = f(x, 1) = 12 − 2 · 1 + 4x = 4x− 1

2. g′(y) = 4 6= 0 ⇒ na této úsečce neńı
extrém

• g(x, y) = (x − 2)2 + (y − 1)2 − 13 = 0, použimjeme metodu Jakobiánu nebo Lagrangeových mul-
tiplikátor̊u (můžeme si vybrat)

∗ metoda Jakobiánu

2. ∂xf = 4, ∂yf = 2y − 2, ∂xg = 2 · (x− 2) = 2x− 4, ∂yg = 2(y − 1) = 2y − 2
|J(x, y)| = 4 · (2y − 2)− (2y − 2)(2x− 4) = (2y − 2)(4− 2x+ 4) = (2y − 2)(−2x+ 8)

3. Řeš́ıme soustavu rovnic
(2y − 2)(−2x+ 8) = 0

(x− 2)2 + (y − 1)2 − 13 = 0

Z prvńı rovnice máme bud’ y = 1 nebo x = 4.
y = 1 dosad́ım do druhé rovnice (x− 2)2 + (1− 1)2− 13 = 0, tj. (x− 2)2 = 13, x = 2±

√
13.

x = 4 dosad́ım do druhé rovnice (4− 2)2 + (y − 1)2 − 13 = 0, tj. (y − 1)2 = 9, y = 1± 3.

4. · bod [2 +
√

13, 1] je bod C.

· bod [2−
√

13, 1] nelež́ı v M.

· f(4, 4) = 42 + 4 · 4− 2 · 4 = 24

· bod [4,−2] nelež́ı v M.

• metoda Lagrangeových multiplikátor̊u

2. L(x, y) = y2 − 2y + 4x+ λ((x− 2)2 + (y − 1)2 − 13)

3. řeš́ıme soustavu rovnic
∂xL = 4 + 2λ(x− 2) = 0

∂yL = 2y − 2 + 2λ(y − 1) = 0

g(x, y) = (x− 2)2 + (y − 1)2 − 13 = 0

Z prvńı rovnice dostáváme, že x = 2− 2
λ
, protože λ 6= 0 (prvńı rovnice by neplatila).

Z druhé rovnice dostáváme, že bud’ y = 1 a nebo λ = −1.

Pro y = 1 z třet́ı rovnice dostáváme, že x = 2±
√

13, ale 2−
√

13 6∈M
Pro λ = −1 pak x = 4 a z třet́ı rovnice dopočteme, že y = 4

• 4. • f(2 +
√

13, 1)
.
= 21, 42 • f(4, 4) = 42 + 4 · 4− 2 · 4 = 24

• bod A: f(2, 1) = 22 − 2 · 2 + 4 · 1 = 4

bod B: muśı splňovat ((−y + 3) − 2)2 + (y − 1)2 − 13 = 0, tj. 2(y − 1)2 = 13, tj. y = 1 +
√

13
2

, tedy

x = 2−
√

13
2

, f(B)
.
= 3, 3

bod C: f(2 +
√

13, 1)
.
= 21, 42

• globálńı maximum 24 se nabývá v bodě [4, 4], globálńı minimum 3 se nabývá v bodě [0, 3]


