Kvadraticka rovnice az? +bx +c=0 Soucinové a podilové nerovnice Parabola f :y = az® + br + c = a(z — 11)(z — 22)
Operace s exponenty o 3
e diskriminant D = b? — 4ac e al-q¢ = bt Reste —(2”(”_;))((_961_)3) >0 o prusetiky s osou z: kofeny 1,z
° (ab)c —_ CLb'C ., '
e koreny x5 = %ﬁ e b= asa=0b" e najdu nulové body: 2, —3,1 e pruseciky s osou y: ¢ 2
o a'/" = {/a o tabulkou e vrchol paraboly: [;—f, f(;—(i’) =c— Z—a]
Pocet realnych reseni o q " — 1
D < 0 74dné @ (o0, =3) | (=3,1) | (1,2) | (2,00)
D = 0 jedno (dvojnasobné) o A= {am= (Va) (20 — 4) - B B N
D >0 dve * 4=
(—x —3) + - - -
Hadani korent (=3) B _ _ _
224+ br+c=0
(x —1) — - + +
® T1°-T2—=2¢C
celkem — + — +
® 1+ Ty = —b

o z € (—3,1)U (2 00)

Logaritmus y = log,x, y =Inx
Najdéte vSechna redlna feSeni rovnice

—2z+1
625 - _ 1253

Linearni funkce f:y=ax+0b
e upravime vSe na mocniny pétky

E . '1 — T — T
e pruseciky s osou z: =2 xponencala y =c, y=a 625 = 5%, 125 = 53
- Tty _ T,y
e pruseciky s osou y: b e=2,7182 c Te-c e dostavame 54-2z+D-1 — 59
.. — Tty _ T, z _ ,rlna
e pifmka body [a,b], [c,d] m& rovnici y = %x + a” =a®-a a =e e porovname exponenty 4(—2z +
(ad—bc) 1) —1=9
(a—c) r |0]1] 2

e dofeSime —8x+4—1=9 = -8z =

7 cllje]e 6=z =—3/4

log, v =ba’ =1

Najdéte vSechna redlna feSeni rovnice

In(zy) =Inz+Iny log1(2 — ) = -2
log,(zy) = log, x + log, y e logaritmus ma smysl pro (2 —1z) <
Inz 0, tedy Dy = (—00,2)
. log, v =
Ta na e PS prevedeme na logaritmus —2 =
log1 4
x | 0|1]e]eé? 83
Iz | Al0|1] 2 e porovname argumenty log%(Q —
x) = logs 4
Limita posloupnosti lim a, = a x 0|1 ala o dofesime 2 —r =4 = —r =2 =
o o Alol1] 2 r=-2
Posloupnost {a, }22; ma v oo limitu a, pokud se ¢leny posloupnosti blizi libovolné blizko k a, pro n jde k oco. Sa
Limity posloupnosti - typové priklady
) ) ) ) ) ) lim kn = oo k>0
1. vytknout nejvyssi mocninu (n? v ¢itateli, n? ve jmenovateli) n—00
, ) ) ) = —0 k<0
3 _op+1 P1-%+5 -5+ (1-0+0
i 2L "23”3)=hmn( " ) _ 00 12040) _ —0 k=0
n—oo  4n? — 3n n=oo 2 (44 32) n—>00 443 440
2. Toz8ifit vyrazem typu vn + 1+ /n ,}5{}0 ¢" = neexistuje q € (=00, ~1)
= qge(—1,1)
vn+1++/n vn(n+1—n) vn 1 1 1
lim vn(vn+1—+/n) = lim V/n(vn+1—+n)- —— = = lim = lim = lim = == _ _
= 00 q € (1,00)
VIO . BTy . . / n n—1 n
3. vytknout nejvyssi zaklad, tj. nejvétsi a, které se vyskytuje ve vyrazech typu a”, tady 4", 4 Neni definovano
y 5.4n-1 4 3. ontl y 4n—1(5+3_22, (%)"—1> y 543.92. (?1)”—1 5112.0 5 +00 Déleni nulou
1m = lm n = 1m o = = — R
n-roo 40 — Qn+6 nooo  4n(1—26.(2)") n—oo 4(1-20.(2)")  4-(1-64-0) 4 +00
+o0 -0
Na zacatku upravit a”*¢ = a¢- (ab). Napi. 2273 = 23 .22 = 8. (22)" = 8. 4. Nebo 9"/2 = (91/2)" = 3", cokoli
0
00 — 00
Piehled funkci
f(z) defini¢ni obor Piiklad Urcete definiéni obor Limita funkce lim f(z) = a
Tr—xQ
[z43 Fesi ici 3
¢ reR * v—2 = feSim nerovnici 3=, > 0, Funkce f(x) méa v bodé zg limitu a, pokud se y = f(x) blizi libovolné blizko k a,
" r€R navic x 7 2 pro x blizici se k xq.
|z| reR e logy (£2) = Fesfm nerovnici £ > 0, navic = # 2 o 70 € Ds pak lim f(z) = f(x0)
T—TQ
p(z) R =0
q(x) v € R\ {q(x) } e pro krajni body defini¢niho oboru po¢itdme jednostranné limity
W, k sudé z € (0,00) .
f(x) e® | (3)" | Inz |logix Srovndni logaritmu, polynomu a exponencialy
Yz, k liché reR : . .
lim f(x)| 0 | oo A A exponencidla (%, 2%, atd.) > polynom (z, 22, atd.) > logaritmus (Inz, log, =, atd.)
e’ reR " . .. ) , s
lim f(z) | 1 1 | —o o limita sou¢inu (poddilu) ma hodnotu podle silnéjstho
a*, a#1 reR a—0t ,
2
lim f(z) |oo| O oo | —o0 A . In"(2z — 3) _ : 2 z+3 _ : _ _R) —
Inx z € (0,00) ool JEEO s 0, xh_)rgo z 0, JCl_l)IElOOJJ e 0, :Cligl+ (x —2)In(3z —6) =0
log, x z € (0,00)
Derivace 3:
cf) =cf K . .
fl@) | @) definiéni obor pifklad (éxgi, o , Teéna k f(z) v bodé zo
c 0 reR (3)=0 2: e marovniciy = ax+bproa = f'(xg) ab= f(xg)— f'(x0)-
:l: !/ — / :i: / L
" nz™ ! neN=zeR (23)" = 32 (F9) =%y : o
" a1 neR =z ecRt (2%3) = 27113 (¢ +Inz) =22 + - : e Pokud f'(x¢) neni definovand, nahradime to IILIBO f(z).
Voo | gVl zeRT (V) = Ve (f-9) =fg+fd e Muze vyjit i +00 — svisla tec¢na
x x R T\ _ T A — 1 .o x
‘ ‘ re (e7) =e (- ) ¢ e Priklad Tecna k f(z) = —2? 4+ 3z — 1 v bodé x¢ = 1.
T T x\ __ 9z L
a a®lna a>0=zeR (2*) =2%In2 ([)/:f’g—fg’ 5 . Fla)= 2043
Inx e reRY (nz) =1 g 9
2 ! .31 — (12 . =f =f(2)=-2-1+3=1
log, 7| - |a>0&a#1=zeR" | (logya) = <x +1):2x 3z (x2+1) 3 o a= f"(z0) = f(2) +
| | | i (82) | o b= f(ag) = /(o) o = F(1) = /(1)1 = (~1+3—1) -
L’Hospitalovo pravidlo [Lopitalovo] S ) [ (=2+3)-1=0
0 oo f(l‘) f’(l‘) (f(g(x))) =f (g(:lj’)) g (SE)
Pro llmlty typu 6 a R plati :BILHIEIO Tﬂf) = mlLHEO g/(l‘) (ez2+3)’ _ €x2+3 9 2* e tecna ma rovnici Yy = lz+0=2x
(pokud je pravé strana definovand)




Prubéh funkce 7. vyjimecné (podezielé) body 10. asymptoty

L -3
1. defini¢ni obor e staciondrni body f'(z) =0 $—ar+b:a— lim f(z) Y :
/ . . r—too I
9. sudost, lichost e body, kde f'(z) neexistuje b= lm f(z)—az I
- T—Fo00 I
suda funkce f(—z) = f(x), * krajni body Dy —> I
graf soumérny podle osy ¥y 8. intervaly monotonie . I
C s oxza:hmif(q:)::lzoo :
licha funkce f (v—x? = —[(2), bud porovndnim hodnot v podezfelych bo- e I
graf soumérny podle bodu 0 dech 11. konvexita, konkavita 5 _—---r
3. priseciky s osami nebo pomoci znaménka f'(z) -}—/’_:’—& :
== -1 | 2 3
. _ " k . 3 I
s osou x dosadit y =0 F(z) > 0] fz) rostouct f(x) >0 f(x) ODV?XDI !
S 0S0 dosadit z =0 " konkAvni
Y comadn Fi(x) >0 | f(z) neklesajici f"(x) <0 | flx) konkAvni |
4. limity v krajnich bodech definiéniho oboru / o
' fll@) <0 | f(z) Klesajfcf inflexni bod z: méni se konvexita na konka- :
5. kde je funkce kladnd a zapornd F(x) <0 | f(z) nerostouc vitu, = f"(z) =0
6. derivace f'(x) 2 9. extrémy - lokéln{ i globdln{ 12. graf
Prubéh funkce f(z) = £22
1. definiéni obor : Dy =R\ {3} e krajni body Djy: —o0,37,3%, 00 8. extrémy - lokalni i globalni
lim f(z) = —o0 . 4 7. intervaly monotonie - prvni zptusob f(x) mé lokalnf maximum v bodé 1,
2. sudost, lichost f(—z) = (_””_)i—fg_Z “H—Wf( ) JL%& J(z) = or  ©
f(—2) # f(@). J(~2) # ~f(z), ani sudé ani ! - e L el e 1)="1r5
- ), —x —/f(x), an1l suda ani li - : _ fl)y)=———=1
lich4 farcl f(z) 0~ > Ih_)rgof(x) o f(z) nebo lim f(z) | —oo | 1 | —oc0 | 00 | 9 | o0 1-3
5. derivace monotonie Ve \ \ Vs
3. priseciky s osami fl(x) = (2”“’_1)(“_3);)(;32_%2)'1 — (“3_5)(3’”;1) f(z) ma lokaln{ minimum v bodé 5,
(@=3) (==5) 7. intervaly monotonie - druhy zpusob
.2 _ _ _ e oy
sosoux:r:—r—2=0=2,=2,10=—1 6. vyjimecéné (podezielé) body F@)>0= 2 € (—00, 1),z € (5,00) F(5) = 295 _5_9 L
sosouy:zx=0=y=2 e staciondrni body (x —5)(x —1) =0 fl(x) <0=2z¢€(1,3),z € (3,5) 5-3
= T1=395, r2=1 Zaver: f(x) roste na intervalech (—oo,1) a
4. limity v krajnich bodech defini¢niho oboru e body, kde f’(z) neexistuje - nema (5,00), f(x) klesa na intervalech (1,3) a (3,5) globélni extrémy nem4
9. asymptoty
’ 2 —x—2 I 2r — 2 5 ) ) 10. konvexita, konkavita,
*a= x1—>11;>lo 2 — 31 o o z1—>rl;>lo x—3 o f(x) ma v +00 asymptOtu y== T f”(&?) — (296—6)(1:—3)2(—(90;)161-!—5).2(:0—3) _ ( 83)3
2 g2 2w — 2 - o
e o= lim % -1 b= lim =% 5= 2: f(z) md v —oo asymptotu y = z + 2 f"(@) > 0=z € (3,00) = f(x) je konvexni v intervalu (3, 00)
r——o00 ¢4 — 31 T—o—00 L —
1 . 7 , .
e r=a: lim f(@) =00, lim f(z) = —oo: f(z) m4 asymptotu & = 3 f"(z) <0=2 € (—00,3) = f(x) je konkdvni v intervalu (—oo, 3)
z—3 T3~
o ) o i ) ) ) ) Priklad Najdéte extrémy funkce f(z,y) = 2x —y + 12 na mnoziné M = {[z,y] € R* | 0 <z < 6,2 — 8z <
Vézané extrémy funkci vice proménnych na kompaktni mnoziné (uzaviend, omezend) y <12 — 2z},

e Nejdrive uréime volné extrémy a zkontrolujeme, jestli lezi uvniti oblasti. e extrémy na hranici

AB: ©=0
9y)=—y+12=4y) =-1#0
na piimce nejsou extrémy

CD: x=6
gly) =24 —y=4g'(y) =-1#0
na piimce nejsou extrémy

stacionarni bod - vSechny parcialni derivace nulové 0, f = 0,9, f = 0, piipadné 0,f = 0

Priklad Najdéte staciondrni body funkce f(z,y) = 23 + 4wy — 2y* + 22 — y a vypoctéte hodnoty v nich.

e Vyfesime soustavu
Ouf =322 +4y+2=0 Oyf =4 —4y—1=0

Z druhé rovnice vyjadifme y = -1 a to dosadime do prvni 32 + (4 — 1) + 2 = 0.

Dostavdme bud z; = —1 a nebo 25 = —3. BD: y=12—-2x
P ok 4 (=) -1 5P L _4.(_%)_1_ 7 gx)=20—(12-2z)+12=42=¢'(v) =4 #0
e Frox = —lmamey, = ———=—— = —7. 10 Ty = =5 Mame y = ———=—— = — . e volné extrémy 9, f = 2 # 0 na pifmce nejsou extrémy

« LD =5 fl5-n) = o

e Pak uréime vazané extrémy (na hranici) a to jednou z metod:

nema volné extrémy

AC: y=2%—8z
e Dosazovaci metoda g(x) =22 — (22 —8x)+12= -2+ 102+ 12=¢'(2) =224+ 10=0=2=5=y=25—40 = —15
1. vyjadifme hranici y = h(z) nebo x = h(y) [5,—15] € M, f(5,—15) =37

piimka body [a, ], [¢, d] m& rovnici y = EZ:tgx + (((lj::)c )

e hodnoty ve vrcholech
A: f(0,0)=12 B: f(0,12) =0 C: f(6,0)=24 D: f(6,—12) =36
Globélni maximum v bodé [5, —15], f(5, —15) = 37. Globalni minimum v bodé [0, 12], f(0,12) =0

2. dosadime do f(z,y), ziskdme g(z) resp. g(y)

3. vypocteme ¢’ a polozime ji rovnou nule

4. kandidati na extrém - dopocitame druhou souradnici

e Metoda Jakobidnu Priklad Urcete globdlni extrémy funkce f(z,y) = y? — 2y + 4z na mnoziné

L funkee £(2,0). vz g(r.1) = M = {lng) € B2+ (g~ 1P <18, 52—y +3, y > 1).
resp. f(xa Y, Z)a vazba gl<x7y> Z) = 0792('7;7 Y, Z) =0

2. Jakobian |J(x,y)| = 0.f - 0yg — Oy f - 019, resp.
|J($a Y, Z)| =0, f- 33/91 0,92 + 0,01 - 33/92 20.f + 0:92 ayf 0,91 — O.f - aygl - 0292—
—3;;91 : 8ng ' a:cf - 6zg2 : ayf : 8zgl

3. kandidati na extrém — feseni soustavy rovnic:

e Volné extrémy funkce nemé, protoze 0, f = 4 # 0.

e Hranice sestava ze dvou piimek a jedné casti

kruznice, extrémy na kazdé hranici uréime zvlast.
|J(z,y)| =0, resp. |J(z,y,2)| =0
9(z,y)

=0 gi(w,y,2) =0 e r = —y + 3, pouzijeme dosazovaci metodu
x,Y,2) =0 _ ) _
e Metoda Lagrangeovych multiplikdtoru 92(2.4:2) L. ggy) g f(_132/+3; y) =y —2y—dy+12=
Yy — 0y +

1. funkce f(zq,...,x;), vazby g1(x1,...,2,) =0, ..., gx(z1,...,2;) =0,
1 je pocet proménnych, k je pocet vazeb
2. L(zm,y)=f+A g1+ + X g
3. kandidéti na extrém = feseni soustavy (i + k) rovnic : 0,,L =0, ¢ =0,

2. d(yy=2y—6=0=>y=3
3. z=-34+3=0
F(0,3)=32—-2-3+4-0=3

e y = 1, pouzijeme dosazovaci metodu

0y, L =0, ¢g,=0. - ! : ’ * ’ ’ L og(z)=f(z,1)=1"—-2-1+4x =42 —1
2. ¢(y) = 4 # 0 = na této usecce neni
e Dopocitame hodnotu f(x,y) v kandidatech na extrém. extrém
e Vypocitdme hodnoty v prusecicich ruznych hranic (napf. dvou piimek, piimky a kiivky atd.). e g(z,y) = (x — 2)* + (y — 1) — 13 = 0, pouzimjeme metodu Jakobidnu nebo Lagrangeovych mul-

, . , , ., o . . tiplikdtort (muzeme si vybrat
e Porovname hodnoty ve volnych extrémech, v extrémech na hranicich a v prusecicich hranic, vybereme p ( Y )

maximum a minimum. * metoda Jakobidnu
2.0, f=4,0,f=2y—2,0,9g=2-(x—2)=22—-4,0,9g=2(y—1) =2y —2
prom. | 1 vazba 2 vazby vice [J(z,y)|=4-2y—2)— 2y —2)2x—4) =2y —2)(4 — 22+ 4) = 2y — 2)(—2z + 8)

dosazovaci 3. Resime soustavu rovnic

(2y —2)(—22 +8) =0

(y = h(x))
2 Lagrange | Lagrange (=224 (y—12-13=0

Jakobian
Lagrange Z prvni rovnice mame bud y = 1 nebo z = 4.
Takobiin y=1 dosadl'/m do druhéi rovnice (z— 2)22—1— (1- 1)22— 13 =0, tj. (z— 2)22: 13, 2 =2+ /13.
3 Lagrange Lagrange x = 4 dosadim do druhé rovnice (4 —2)°+ (y —1)* = 13=0,tj. (y—1)*=9,y=1=+3.
Lagrange 4. - bod [2 ++/13,1] je bod C. Cf44) =42 +4-4-2-4=24
- bod [2 — /13, 1] nelezi v M. - bod [4, —2] nelezi v M.
e metoda Lagrangeovych multiplikdtoru
2. Lz,y) = 12 — 2y + 4o + M(z — 2)2 + (y — 1) — 13) o 4 e f(2+13,1)=21,42 o f(4,4)=424+4-4-2-4=24
3. fesime soustavu rovnic BL — 44 2A(E—2) =0 o bod A: f(2,1)=22—2-24+4-1=4
oL = 2y—2+2X\y—1)=0 bod B: musf splitovat ((—y +3) —=2)? + (y — 1) =13 =0, tj. 2(y — 1) = 13, tj. y = 1 + /2, tedy
gla,y) = (=2 +(y—-1)?-13=0 mzz_\/§7 f(B)=3,3
Z prvni rovnice dostdvéme, ze © = 2 — 2, protoze A # 0 (prvnf rovnice by neplatila). bod C: f(24 v13,1) = 21,42
Z druhé rovnice dostavdme, Ze bud y = 1 a nebo A = —1.
Pro y — 1 7 tieti rovnice dostavame, 7e 7 — 2 + v/I3, ale 2 — /I3 & M e globalni maximum 24 se nabyva v bodé [4,4], globalni minimum 3 se nabyva v bodé [0, 3]

Pro A = —1 pak z = 4 a z tieti rovnice dopocteme, ze y = 4



